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摘要

LLM预训练中损失函数随模型规模 N、数据规模D与计算量 C 呈现稳定的幂律（scaling laws），
并且在给定算力预算下存在近似幂律的 compute-optimal前沿，也就是说 optimal compute point的
连线也构成幂律。（一共四种常见 scaling law）已有理论常依赖对核谱或 Teacher 系数的特定假设。
本文旨在不预设 NTK 线性化或特定谱分布的前提下，提出一种基于数据统计特性的第一性解释框
架：证明幂律源于语言数据的无尺度长尾结构与梯度下降的隐式排序偏好。

我们将语言建模抽象为对服从 Zipf分布（pk ∝ k−α）的模式（modes）的逐步掌握过程。基于梯
度下降优先降低主导误差项的“贪婪覆盖”性质，总体可约损失被建模为未掌握模式权重的尾部积
分。在此框架下，我们解析推导得到模型规模 N、数据规模 D 与计算量 C 的幂律缩放形式，其指数
分别为 −γ(α− 1)、−α−1

α
与 −α−1

αβ
。进一步地，我们在统一的瓶颈几何下重构了 compute-optimal

前沿，证明 Kaplan 与 Chinchilla 工作的一致性。

1 引言

LLM 预训练表现出测试 loss 随模型规模 N、数据规模 D 及计算预算 C 呈幂律衰减的 scal-
ing laws。这背后一定有深刻的机理未被挖掘清楚，但从理论上推导该规律面临深度网络非凸优化与
feature learning 的复杂性挑战。现有理论常依赖于 NTK、KRR 线性化近似或预设特征谱的幂律分
布，这种处理方式虽简化了数学结构，却在一定程度上引入了先验假设的循环论证风险。

Remark 1.1. 研究如何从第一性原理出发推导 scaling law 本身就存在一个尺度的问题，类似于
希尔伯特第六问题：从牛顿运动定律出发，通过严格数学推导得出纳维-斯托克斯方程等宏观流
体力学方程。无论是 NTK、KRR 这种线性化近似还是 feature learning 等高度非线性的框架，
这些都是非常 fine-grained的工具，想要从这些小尺度的工具得到一个大尺度的 scaling law，难
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度是非常高的。更别说我们对梯度下降带来的 implicit bias 和 feature learning 也没有研究清
楚。

所以再三取舍之下，本文提出一种不依赖特定核谱假设的有效理论框架，从数据统计特性与优
化动力学的第一性原理出发推导 Scaling Laws。我们将语言建模抽象为对可数模式集合（Modes）的
序贯学习过程。由于语言数据普遍存在的长尾特性，模式的重要性（即出现概率 pk）按其秩 k 服从
无尺度的 Zipf 分布：

pk ∝ k−α, α > 1. (1)

在此基础上，我们引入梯度下降算法的隐式偏好（Implicit Bias）假设：在资源受限条件下，优
化过程并非均匀地降低所有模式的误差，而是表现出频率依赖的排序机制，即优先拟合高频主导模
式。

Remark 1.2. 我觉得这个假设并不是很强，因为在 NN+GD 的设定下，NN 经常表现出低复杂
度的 implicit bias，或者说按照某种特定顺序来拟合子任务。

基于上述设定，总体可约损失 ∆L 可形式化为未掌握模式的加权和：

∆L ≈
∑
k≥1

pk qk, (2)

其中 qk 为模式 k 的残差强度。在这一框架下，有限的资源（参数量、样本数或训练步数）实质上对
模式空间施加了一个由优化动力学决定的低通滤波。因此，∆L 的渐近行为主要由 Zipf 分布的尾部
积分主导，从而解析地导出了幂律缩放形式。

Remark 1.3. 其实我仍旧是不满意这一点的，因为我们还是在假设里引入了一个 Zipf 幂律，那
么最后导出一个幂律的 scaling law，似乎就变得很 trivial。

进一步地，我们将 Scaling Laws 的宏观形态统一为三类资源瓶颈的竞争几何。在非饱和缩放窗
口内，总体损失由模型容量瓶颈 εN、数据统计瓶颈 εD 与优化收敛瓶颈 ετ 中的主导项决定：

∆L(N,D, τ ) ≍ max
(
εN (N), εD(D), ετ (τ)

)
. (3)

该 max 结构不仅解释了单变量学习曲线的两段式特征，还为计算最优（Compute-Optimal）前沿提
供了直接的几何推导：最优策略即为在算力约束下使各瓶颈项达到均衡。
本文的主要贡献如下：

1. 第一性原理推导：在不引入 NTK 线性化或预设谱分布的前提下，仅基于数据的 Zipf 统计特
性与梯度的排序偏好，严格推导了 N,D,C 的幂律缩放形式。

2. 得到指数的解析解：将 Scaling 指数解析表达为数据长尾指数 α、架构效率 γ 与优化偏好 β 的
函数，建立了宏观规律与微观机制的显式关联。

3. 统一了之前的一些工作：证明了 Kaplan 与 Chinchilla 的经验规律实为同一瓶颈曲面在不同约
束路径（如是否充分收敛）下的投影，并给出了计算最优前沿的解析解。

全文结构安排如下：第 2 章定义模式空间与 Zipf 假设；第 3 章形式化优化动力学的排序机制；
第 4–6 章分别推导三类资源的 Scaling Law；第 7–8 章构建统一瓶颈几何并推导 Compute-Optimal
前沿的 scaling law，综上得到四种 scaling law。
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2 预备：模式空间与 Zipf 假设

本节给出预备知识和前提设定，将语言建模形式化为对可数集内的模式（Modes）进行序贯学
习的过程。该框架旨在抽象微观网络机制（如注意力路由、特征组合），从而在统计物理层面推导
Scaling Laws。

2.1 模式空间与重要性排序

模式定义 我们将“模式”定义为语言分布中可被统计识别并用于降低预测不确定性的结构单元，记
为索引 k ∈ N。模式的具体形式不限于 Token 或 n-gram，涵盖句法依赖、事实映射及长程关联等任
意可重复的统计结构。该定义的物理实质在于：存在一个可数的结构集合，其对总体损失的贡献具
有可加性且服从长尾分布。

重要性排序 定义 pk 为模式 k 在数据分布中的统计权重（如出现频率或对 loss 的贡献）。不失一般
性，假设模式按重要性降序排列：

p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ 0,
∞∑
k=1

pk = 1. (4)

我们在推导中假设模式的未掌握状态对总体损失（Cross-Entropy）的边际贡献与 pk 成正比。

理论动机 采用模式化视角的合理性基于以下三点性质：

1. 可加性：总体损失在期望意义下近似为各独立模式预测误差的加权和。

2. 有序性：梯度下降优先拟合高频（这里的高频不是傅里叶变换语境下的高频）、高贡献的模式，
使得 k 对应于学习的时间顺序或难易程度。

3. 可解耦性：神经网络的表示能力与泛化机制将被封装于后续定义的容量映射 M(N) 与动力学
方程中，从而允许我们专注于数据统计特性对 Scaling 行为的主导作用。

2.2 Zipf 统计与损失函数的谱分解

语言数据的核心统计特性在于其无尺度（Scale-free）的重尾结构。我们首先通过 Zipf 律将模式
的重要性分布形式化，进而基于交叉熵的期望可加性，给出可约损失（可约损失就是损失的意思）的
线性分解形式。

假设 2.1 (Zipfian Distribution). 设模式集按重要性严格降序排列，其概率质量 pk 服从 Zipf 分
布：

pk =
1

Z
k−α, α > 1, (5)

其中 Z = ζ(α) 为黎曼 Zeta 函数归一化常数。（用黎曼 Zeta 函数挺花哨，但其实就是个求和）

Remark 2.1. 该假设可进一步推广至正则变差情形，即 pk = k−αL(k)，其中 L(·) 为缓变函数。
这一推广允许对数修正项的存在，但在渐近意义下不改变 Scaling Law 的幂律指数，因此后文
推导主要基于标准形式 (5)。
基于核谱和 Teacher 系数满足正则变差的假设的结果我已经推导过了，无非只是要额外用
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一些 lemma（Potter bound 等）导出幂律形式，不新鲜，很 trivial，因为还是在条件处引入了
带有幂律形式的东西 k−αL(k)。最后并不是很满意，也没有放在本文里。

基于上述统计结构，我们将总体测试损失 L 分解为不可约误差 E（如 Bayes Risk）与可约损失 ∆L。
在宏观尺度上，利用对数似然的期望线性性质，我们将 ∆L 建模为模式空间上的加权残差和：

∆L := L− E ≈
∞∑
k=1

pkqk. (6)

其中，qk ∈ [0, 1]定义为模式 k 的残差强度，表示该模式在当前模型状态下的未拟合程度。式 (6)
提供了一个从微观模式收敛到宏观损失下降的解析桥梁：训练过程被抽象为残差序列 {qk} 在 Zipf
权重 {pk} 下的逐步衰减。这一分解在理论上捕捉了“高频模式主导早期下降，长尾模式主导后期收
敛”的动力学特征。

3 优化动力学的隐式谱偏好

基于前述损失分解 ∆L ≈
∑

pkqk，本节引入优化算法引入的关键动力学约束。我们假设随机梯
度下降（SGD）在具有长尾分布的模式空间中并非均匀收敛，而是表现出显著的隐式谱偏好：模型
倾向于优先拟合高频（并非傅里叶变换语境下的频率）、高贡献的模式。这种偏好在宏观上导致了模
式学习的有序性。

Remark 3.1. 我觉得不仅是在具有长尾分布的模式空间中表现出模式学习的有序性这种 im-
plicit bias，在前面的 remark 里提到，在 NN+GD 的设定下，很多时候都会出现这个 implicit
bias。像是许志钦提出的频率原则等，都是这种 bias 的表现形式。

我们首先给出一个关于残差强度 {qk} 分布形态的广义假设，该假设独立于具体的优化时间或
模型容量，仅描述资源受限时的稳态特征。

假设 3.1 (Ordered Learning & Effective Frontier). 设模式按重要性降序排列。在任意给定的有限
训练资源（参数量 N、数据量 D 或计算量 τ）约束下，残差序列 {qk}k≥1 满足：

1. 单调性： 0 ≤ q1 ≤ q2 ≤ · · · ≤ 1。

2. 有效前沿：存在临界截断秩 k⋆（依赖于资源约束），将模式空间划分为“已拟合”与“未
拟合”两个主导区域。即对于 k ≪ k⋆，有 qk → 0；对于 k ≫ k⋆，有 qk → 1。

Assumption 3.1 将复杂的优化轨迹抽象为模式空间中的单调波前推进过程，k⋆ 定义了当前资源
下的有效覆盖范围。为了导出关于训练时间（Compute）的具体 Scaling 指数，我们需要进一步具体
化 qk 随训练时间 τ 的演化规律。基于高频模式梯度信号更强这一事实，我们提出以下动力学假设：

假设 3.2 (Frequency-Dependent Dynamics). 在内禀训练时间 τ 下，模式 k 的残差强度依频率呈
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指数衰减：
qk(τ) ≈ exp

(
−c τ pβk

)
, (7)

其中 c > 0 为时间尺度常数，β > 0 为优化偏好系数。

此处 β 定量刻画了优化过程对数据频率的敏感度：β = 1 对应于标准的线性收敛依赖；β > 1

意味着算法对头部模式表现出更强的“贪婪”倾向，而对尾部模式的学习显著滞后。这一动力学形
式为后文的推导提供了必要的解析形式。结合假设 3.1 与 3.2，总体损失的渐近行为将完全由 Zipf
尾部积分与临界秩 k⋆ 的演化所决定。

4 第一种 Scaling Law：模型规模 Scaling

本节希望在“数据与优化已到位”的条件下，导出模型规模 scaling law，即：

假定训练数据规模与训练时间足以使得误差主要由模型容量限制决定，从而 ∆L 的主阶只随 N

变化。核心问题是将参数量 N 诱导的有效覆盖前沿 k⋆ 与尾部未覆盖质量联系起来。

假设 4.1 (Capacity map). 存在单调递增函数 M : N → N 使得容量前沿满足

k⋆(N) ≍ M(N).

在很多架构与参数化下，可进一步用幂律参数化容量映射

M(N) ∝ Nγ , γ > 0. (8)

下文的结论首先以 M(N) 表示；仅在额外假设 (8) 时才将其写为 N 的幂律。

命题 4.1 (容量前沿诱导的尾和表达). 在 假设 3.1 与 假设 4.1 下，存在 k⋆(N) ≍ M(N) 使得
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对任意固定 ε ∈ (0, 1)，

lim
N→∞

sup
k≤(1−ε)k⋆(N)

qk(N) = 0, lim
N→∞

inf
k≥(1+ε)k⋆(N)

qk(N) = 1.

从而可约损失满足夹逼 ∑
k>(1+ε)k⋆(N)

pk ≲ ∆L(N) ≲
∑

k>(1−ε)k⋆(N)

pk, (9)

特别地，
∆L(N) ≍

∑
k>k⋆(N)

pk ≍
∑

k>M(N)

pk.

证明. 由 假设 3.1 的单调性与有效前沿性质，qk(N) 在 k⋆(N) 两侧分别趋近于 0 与 1（在 (1± ε)k⋆

的分离区间内），代入 ∆L(N) ≈
∑

k pkqk(N) 并利用 pk ≥ 0 即得 (9)。令 ε 为常数并取 N → ∞，
得到数量级等价 ∆L(N) ≍

∑
k>k⋆(N) pk，再由 k⋆(N) ≍ M(N) 得结论。

前面的 假设 4.1 其实只是为了得到临界秩 k⋆ 和我们的模型规模同增同减，从而把问题转为一
个尾部的估计，到这里应该可以很自然地导出一个幂律。

定理 4.1 (模型规模 Scaling). 在 假设 2.1 下（pk = 1
Z
k−α，α > 1），有∑

k>M

pk =
1

Z

∑
k>M

k−α ∼ 1

Z(α− 1)
M−(α−1), M → ∞. (10)

结合 命题 4.1 得
∆L(N) ∝ M(N)−(α−1) . (11)

若进一步满足 (8)，则
∆L(N) ∝ N−γ(α−1) . (12)

证明. 对 α > 1，由积分判别法∑
k>M

k−α ∼
∫ ∞

M

x−α dx =
1

α− 1
M−(α−1).

乘以 1/Z 得 (10)。再由 命题 4.1 将 ∆L(N) 归约为尾和，得到 (11)；若 M(N) ∝ Nγ，代入即得
(12)。

Remark 4.1 (软前沿与正则变差). 若 qk(N) 在 k⋆(N) 附近为平滑过渡，只要对任意固定 ε ∈
(0, 1) 仍满足 命题 4.1 的分离极限，则 (9) 的夹逼仍成立，幂律指数不变。若将 Zipf 推广为正
则变差 pk = k−αL(k)，则 (11) 变为 ∆L(N) ≍ M(N)−(α−1)L(M(N))，主指数仍为 α− 1。

由 (12) 可见模型 scaling 指数为 αN = γ(α− 1)。因此，一方面，数据统计特性通过 α 起主导
作用。数据的长尾越重（α → 1+），尾部概率质量衰减越慢，导致模型 Scaling 越平缓。这意味着
Tokenizer 粒度、数据清洗策略等改变语料分布 α 的操作，将直接导致 Scaling 斜率的系统性漂移。
另一方面，模型架构效率通过 γ 施加线性调制。在数据分布不变（固定 α）的情况下，Scaling 指数
αN 与架构效率 γ 成正比。这为架构优劣提供了一个与参数量解耦的评价指标：在相同参数规模增
长下，能够解析更多有效模式（更大 γ）的架构将表现出更陡峭的 Loss 下降曲线。
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5 第二种 Scaling Law：数据规模 Scaling

本节希望导出数据规模 scaling law，即：

在模式分解
∆L(D) ≈

∑
k≥1

pk qk(D)

下，我们用“训练集中是否观测到模式 k”作为数据瓶颈的最简代理。设训练集由 D 个 token 组成，
并视为从真实分布独立抽样；令 Xk ∼ Binomial(D, pk) 为模式 k 在训练集中的出现次数。定义

qk(D) := Pr[Xk = 0] = (1− pk)
D. (13)

当 pk ≪ 1 且 Dpk 中等时，有标准近似

(1− pk)
D = exp

(
D log(1− pk)

)
≈ e−Dpk . (14)

因此
∆L(D) ≈

∑
k≥1

pk(1− pk)
D ≈

∑
k≥1

pk e
−Dpk . (15)

定理 5.1 (数据规模 Scaling). 设 pk = 1
Z
k−α，其中 α > 1、Z = ζ(α)。令 ∆L(D) 由 (15) 给出。

则当 D → ∞ 时
∆L(D) ≍ D−(α−1)/α . (16)

更精确地，连续近似下有

∆L(D) ∼ cα D
−(α−1)/α, cα =

1

α

( 1

Z

)1/α
Γ
(
1− 1

α

)
.

证明. 由 pk = 1
Z
k−α，用 (15) 的连续近似可写

∆L(D) ≈
∫ ∞

1

1

Z
x−α exp

(
−D

Z
x−α

)
dx.
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作换元 u = D
Z
x−α，则 x = ( D

Zu
)1/α 且

dx = − 1

α

(D
Z

)1/α
u−1/α−1 du.

代入得

∆L(D) ≈ 1

Z
· 1
α

(D
Z

)−(α−1)/α
∫ D/Z

0

e−u u−1/α du.

当 D → ∞ 时，上限 D/Z → ∞，且因 α > 1 有 1− 1
α
> 0，故积分收敛到 Γ(1− 1

α
)，从而

∆L(D) ≍ D−(α−1)/α,

并得到常数 cα 的表达式。

Remark 5.1 (统计识别阈值的推广). 若学习模式需要至少出现 m0 ≥ 1 次，可取

qk(D) := Pr[Xk < m0], Xk ∼ Binomial(D, pk).

在 pk ≪ 1 的区间，可用 Poisson 近似写为

Pr[Xk < m0] ≈
m0−1∑
j=0

e−Dpk
(Dpk)

j

j!
. (17)

主导贡献来自满足 Dpk ≲ m0 的尾部模式；由 Dpk⋆
≍ m0 得

k⋆ ≍
(

D
Zm0

)1/α
,

∑
k>k⋆

pk ≍ k−(α−1)
⋆ ≍ D−(α−1)/α,

因此幂律指数仍为 (α− 1)/α，仅常数发生变化。

Remark 5.2 (两点直接推论). 由 定理 5.1，数据 scaling 指数为

αD =
α− 1

α
.

其一，α → 1+ 时 αD → 0，即在该 surrogate 下 ∆L(D) 随 D 的下降可以任意缓慢。其二，若
数据处理（如 tokenizer、去重、过滤、采样/合成策略）改变了有效的尾指数 α，则观测到的
αD 将随之系统性变化；在同一近似窗口内，α 增大对应 αD 增大。

6 第三种 Scaling Law：训练时间/算力 Scaling

本节希望在模型容量与数据覆盖均不构成主导瓶颈的条件下，导出训练时间/算力 scaling law，
即图中平行的红线：
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沿用模式分解
∆L(τ) ≈

∑
k≥1

pk qk(τ),

其中 τ 为内禀训练时间（例如优化步数或等价的 token-steps），qk(τ) ∈ [0, 1] 为模式 k 在时间 τ 的
残差强度。

假设 6.1 (频率依赖的指数收敛). 对每个模式 k，残差满足一阶衰减动力学

d

dτ
qk(τ) = −c pβk qk(τ), qk(0) = 1,

其中 c > 0 为时间尺度常数，β > 0 为频率敏感指数。于是

qk(τ) = exp
(
− c τ pβk

)
. (18)

由 (18) 代入可约损失得到

∆L(τ) ≈
∑
k≥1

pk exp
(
− c τ pβk

)
. (19)

定理 6.1 (训练时间/算力 scaling law). 设 pk = 1
Z
k−α，其中 α > 1、Z = ζ(α)，并且 (18) 成立。

则当 τ → ∞，
∆L(τ) ≍ τ−(α−1)/(αβ). (20)

更精确地，连续近似给出

∆L(τ) ∼ c̃α,β τ−(α−1)/(αβ), c̃α,β =
1

αβ

(
1

Z

)1/α

c−(α−1)/(αβ)Γ
(α− 1

αβ

)
.

证明. 由 (19) 与 pk = 1
Z
k−α，作连续近似

∆L(τ) ≈
∫ ∞

1

1

Z
x−α exp

(
−c τ

(
1

Z

)β

x−αβ

)
dx.

9



记 a := c
(

1
Z

)β，换元 u = aτx−αβ，则 x =
(
aτ
u

)1/(αβ) 且
dx = − 1

αβ
(aτ)1/(αβ)u−1/(αβ)−1 du, x−α = (aτ)−1/βu1/β.

代入得

∆L(τ) ≈ 1

Z
· 1

αβ
(aτ)−(α−1)/(αβ)

∫ aτ

0

e−u u(α−1)/(αβ)−1 du.

当 τ → ∞ 时，上限 aτ → ∞，积分收敛到 Γ
(
α−1
αβ

)
，从而得到 (20) 及常数表达式。

Remark 6.1 (与物理算力的对应). 若训练过程中模型规模 N 与 batch size B 固定，则单步计
算量满足 FLOPsstep ≍ NB（稠密 Transformer 仅差一个实现常数），总算力

Crun = FLOPsstep · τ ≍ τ.

因此 (20) 等价于
∆L(Crun) ≍ C−(α−1)/(αβ)

run .

若 N 或 B 随训练改变，则应以实际累计 FLOPs 替代 τ 作归一化；在该归一化下，指数仍由
(α, β) 决定。

7 导出总体 loss 和两段式结构

前文分别得到在单一资源受限时的幂律衰减。实际预训练中 N,D, τ 同时有限，因此需要一个
组合律来刻画 ∆L(N,D, τ )，并解释经验拟合中常见的“幂律加和”形式。本节给出一个结构性结
论：在非饱和的 scaling window 内，总体可约损失与三项瓶颈的 max 同阶（说白了就是被最差的那
一项控制），而加和只是其平滑替代。
我们以三个单变量瓶颈项表征三类资源在该窗口内的主导阶

εN (N) = AN−αN , εD(D) = BD−αD , ετ (τ) = Gτ−ατ , (21)

其中 A,B,G > 0 为与实现细节相关的常数，αN , αD, ατ > 0 为 scaling 指数。在本文的 Zipf–模式
框架中，αN = γ(α− 1)、αD = α−1

α
、ατ = α−1

αβ
，但以下结构推导不依赖其具体形式。

命题 7.1 (loss 的 Max 结构). 在 scaling window 内，若存在与常数无关的比较记号使得

∆L(N,D, τ ) ≳ εN (N), ∆L(N,D, τ ) ≳ εD(D), ∆L(N,D, τ ) ≳ ετ (τ), (22)

并且存在一类训练策略满足联合上界

∆L(N,D, τ ) ≲ εN (N) + εD(D) + ετ (τ), (23)

则有数量级等价
∆L(N,D, τ ) ≍ max

(
εN (N), εD(D), ετ (τ)

)
. (24)

证明. 由 (22) 得 ∆L ≳ max(εN , εD, ετ )。另一方面，对任意非负 x, y, z 有范数等价

max(x, y, z) ≤ x+ y + z ≤ 3max(x, y, z), (25)
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将 (x, y, z) = (εN , εD, ετ ) 代入并结合 (23) 得 ∆L ≲ max(εN , εD, ετ )。两侧合并即得 (24)。

(24) 给出“主导瓶颈决定误差阶”的结论。工程拟合中常采用加和形式

∆̃L(N,D, τ ) := εN (N) + εD(D) + ετ (τ), (26)

其与 Max 在数量级上等价由 (25) 直接保证；加和的作用是提供瓶颈切换处的连续表达，便于回归
拟合。更一般地，可用

Mp(x, y, z) :=
(
xp + yp + zp

)1/p
, p ∈ [1,∞)

定义一族平滑聚合算子；对固定 p，Mp 与 max 仍然范数等价，因此不会改变主导幂律指数。例如
在论文 Scaling Laws for Neural Language Models [1] 中给出的：

下面我们尝试导出论文 Scaling Laws for Neural Language Models [1]中的两段式 loss形式。固
定一次训练 run 的 (N,D)，将静态瓶颈记为

εstat(N,D) := max
(
εN (N), εD(D)

)
.

由 (24) 得到随训练时间变化的统一表达

∆L(N,D, τ ) ≍ max
(
εstat(N,D), ετ (τ)

)
. (27)

定义切换点 τ⋆ 为两项同阶时的时间尺度，即

ετ (τ⋆) = εstat(N,D) ⇐⇒ τ⋆ =
( G

εstat(N,D)

)1/ατ

.

于是当 τ ≪ τ⋆ 时，ετ (τ) ≫ εstat，由 (27) 得

∆L(N,D, τ ) ≍ ετ (τ) ∝ τ−ατ ,

而当 τ ≫ τ⋆ 时，ετ (τ) ≪ εstat，继续训练不改变数量级，

∆L(N,D, τ ) ≍ εstat(N,D) = max
(
εN (N), εD(D)

)
.

这给出固定 (N,D) 时学习曲线的两段式结构，并将平台高度与切换时间用 (21) 的幂律显式参数化。
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8 第四种 Scaling Law：Optimal compute point Scaling

本节我们希望导出 optimal compute point 的 scaling law，即红线：

在 Section 7 的两段式结构

∆L(N,D, τ ) ≍ max
(
εstat(N,D), ετ (τ)

)
, εstat(N,D) := max

(
εN (N), εD(D)

)
下，我们将下降段与平台段的转折点定义为使两项同阶的训练时间尺度。

定义 8.1 (Optimal compute point / 转折点). 给定一次训练运行的 (N,D)，定义其 optimal
compute point（亦即两段式转折点）为任意满足

ετ (τ⋆) = εstat(N,D) (28)

的 τ⋆ = τ⋆(N,D)。并定义该点对应的损失高度与算力分别为

∆L⋆(N,D) := ∆L(N,D, τ⋆), C⋆(N,D) := κ′Nτ⋆(N,D),

其中 κ′ > 0 为实现常数。

命题 8.1 (Optimal compute point 的显式表达). 在 (21) 的幂律瓶颈假设下，即

εN (N) = AN−αN , εD(D) = BD−αD , ετ (τ) = Gτ−ατ , A,B,G > 0, αN , αD, ατ > 0,

则 定义 8.1 中的 τ⋆,∆L⋆, C⋆ 满足

τ⋆(N,D) =
( G

εstat(N,D)

)1/ατ

=
( G

max(AN−αN , BD−αD)

)1/ατ

, (29)

∆L⋆(N,D) ≍ εstat(N,D) = max(AN−αN , BD−αD), (30)

C⋆(N,D) ≍ N
( G

max(AN−αN , BD−αD)

)1/ατ

. (31)
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特别地，在两种静态瓶颈主导区域内，

C⋆(N,D) ≍


N1+αN/ατ , AN−αN ≳ BD−αD ,

N DαD/ατ , BD−αD ≳ AN−αN .

(32)

证明. 由 (28) 与 ετ (τ) = Gτ−ατ 直接解得 (29)。将 τ = τ⋆ 代回两段式结构的定义即得 (30)。再由
算力定义 C⋆ = κ′Nτ⋆ 得 (31)，并由 max(εN , εD) 的两种主导情形得到 (32)。

下面给出一条将 optimal compute point 沿算力连线写成幂律的结论。它对应于在静态瓶颈均
衡族上观察转折点轨迹。

假设 8.1 (静态瓶颈均衡族). 考虑一族训练运行 {(N,D)} 满足

AN−αN ≍ BD−αD . (33)

定理 8.1 (Optimal compute point的 loss–compute幂律). 在假设 8.1下，optimal compute point
的损失高度与算力满足

∆L⋆(C) ∝ C− αNατ
αN+ατ . (34)

等价地，存在常数 c1, c2 > 0 使得对该族上所有运行有

c1 C
− αNατ

αN+ατ
⋆ ≤ ∆L⋆(N,D) ≤ c2 C

− αNατ
αN+ατ

⋆ .

证明. 在 假设 8.1 下有 εstat(N,D) ≍ AN−αN。由 命题 8.1 得

τ⋆(N,D) ≍
(

G
A

)1/ατ

NαN/ατ , C⋆(N,D) ≍ Nτ⋆ ≍ N1+αN/ατ ,

并且
∆L⋆(N,D) ≍ εstat(N,D) ≍ AN−αN .

消去 N 即得 ∆L⋆ ≍ C
−αN/(1+αN/ατ )
⋆ = C

−αNατ/(αN+ατ )
⋆ ，从而得到 (34)。

Remark 8.1 (与 Kaplan [1] 的 compute-efficient 前沿一致性). Kaplan [1] 等在无限数据极限下
拟合两变量学习曲线

L(N,S) =
(Nc

N

)αN

+
(Sc

S

)αS

, (35)

并在预算约束 C ∝ NS 下最小化 L(N,S)，其最优前沿满足

Lopt(C) ∝ C− αNαS
αN+αS . (36)

将 定理 8.1 中的训练时间指数识别为 Kaplan [1] 的步数指数 ατ = αS，并将 C⋆ = κ′Nτ⋆ 视作
C ∝ NS 的同一预算近似，则 (34) 与 (36) 逐项一致。此外，[1] 在考虑 critical batch 校正时给
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出 L(C) ∝ C−αC，其中 α−1
C = α−1

N + α−1
S + α−1

B ；该情形对应于在算力定义中显式保留 batch
对预算的额外约束项。

9 Compute-Optimal：预算约束下的均衡条件

本节在瓶颈模型

∆L(N,D, τ ) ≍ max
(
εN (N), εD(D), ετ (τ)

)
,

εN (N) = AN−αN , εD(D) = BD−αD , ετ (τ) = Gτ−ατ

(37)

下推导给定算力预算 C时的 compute-optimal前沿。这里A,B,G > 0与实现细节有关，αN , αD, ατ >

0 为三类单变量 scaling 指数。我们将 compute-optimal 前沿定义为约束优化问题的最小值轨迹：在
给定 C 的可行集合内，选择 (N,D, τ ) 以最小化 ∆L(N,D, τ )，并记对应最优值为 ∆Lopt(C)，最优
解（不必唯一）为 (Nopt(C), Dopt(C), τopt(C))。
经验上，Kaplan 等 [1] 与 Hoffmann 等（Chinchilla）[2] 给出了不同的最优分配幂律（例如

N ∝ C0.73 与 N ∝ C0.5）。下面给出一个解析解释：在同一 Max-bottleneck 结构 (37) 下，最优分配
取决于哪个瓶颈在可行域内被消去为次主导项；Kaplan 与 Chinchilla 对应于同一高维损失曲面在
不同主导瓶颈切片上的最优轨迹。
先考虑 τ 足够大以致收敛瓶颈次主导的情形。此时 ∆L 由 (N,D) 的静态瓶颈控制，而算力主

要由参数规模与训练 token 数决定。对稠密 Transformer 的常用近似为

C = κND, (38)

其中 κ > 0 为实现常数。

命题 9.1 (Chinchilla 切片：ετ 次主导时的最优分配 [2]). 假设训练时间足够大使得

ετ (τ) ≲ max
(
εN (N), εD(D)

)
, (39)

从而
∆L(N,D) ≍ max

(
AN−αN , BD−αD

)
. (40)

在预算约束 C = κND 下，约束最优化

min
N,D

max
(
AN−αN , BD−αD

)
s.t. ND =

C

κ

的任一最优解都满足均衡条件
AN−αN ≍ BD−αD , (41)

并且存在与 C 无关的常数使得

Nopt(C) ∝ C
αD

αN+αD , Dopt(C) ∝ C
αN

αN+αD , ∆Lopt(C) ∝ C− αNαD
αN+αD . (42)

证明. 在约束 ND = C/κ 下写 D = (C/κ)N−1，目标函数等价为

ϕ(N) = max
(
AN−αN , BκαDC−αDNαD

)
.
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第一项随 N 单调下降，第二项随 N 单调上升，因此极小值发生在两项同阶处，从而得到 (41)；代
入解出 Nopt(C), Dopt(C) 的幂律指数，并由最优点处两项同阶得到 ∆Lopt(C) 的指数。

再考虑数据瓶颈次主导的情形，即 D 足够大而训练步数（或等价内禀时间）τ 受限；这对应于
Kaplan 等 [1] 以步数/算力约束推导的最优分配。此时常用预算近似为

C = κ′Nτ, (43)

其中 κ′ > 0 为实现常数。

命题 9.2 (Kaplan 切片：εD 次主导时的最优分配 [1]). 假设数据瓶颈次主导，即

εD(D) ≲ max
(
εN (N), ετ (τ)

)
, (44)

从而
∆L(N, τ) ≍ max

(
AN−αN , Gτ−ατ

)
. (45)

在预算约束 C = κ′Nτ 下，约束最优化

min
N,τ

max
(
AN−αN , Gτ−ατ

)
s.t. Nτ =

C

κ′

的任一最优解都满足均衡条件
AN−αN ≍ Gτ−ατ , (46)

并且存在与 C 无关的常数使得

Nopt(C) ∝ C
ατ

αN+ατ , τopt(C) ∝ C
αN

αN+ατ , ∆Lopt(C) ∝ C− αNατ
αN+ατ . (47)

证明. 同 命题 9.1。在约束 Nτ = C/κ′ 下写 τ = (C/κ′)N−1，目标函数为两项一降一升的 max，极
小点由两项同阶给出 (46)，进而解得 (47)。

由 命题 9.1 and 9.2 可见，Kaplan 与 Chinchilla 的最优分配并非相互矛盾：它们分别对应于同
一 Max-bottleneck损失曲面 (37) 在不同“次主导假设”下的约束最优轨迹。更具体地说，当可行域
允许将 ετ 压到不超过静态瓶颈(39)时，最优点由 εN 与 εD 的均衡 (41) 决定；当可行域允许将 εD

压到不超过 (εN , ετ )(44)时，最优点由 εN 与 ετ 的均衡 (46) 决定。两者共享同一第一性结构：在单
调幂律瓶颈与乘性预算约束下，max 型目标的最优解发生在“活跃瓶颈同阶”的边界上。

Remark 9.1. “活跃瓶颈同阶”是 ai 给的一个词，我想不到一个比较好的词。

最后，将本文 Zipf–模式框架得到的指数

αN = γ(α− 1), αD =
α− 1

α
, ατ =

α− 1

αβ
(48)

代入 (42) 与 (47)，即可得到 compute-optimal 前沿在机制参数 (α, β, γ) 下的显式幂律。特别地，在
Chinchilla 切片（(39)）下，

Nopt(C) ∝ C
1

1+αγ , Dopt(C) ∝ C
αγ

1+αγ , ∆Lopt(C) ∝ C− γ(α−1)
1+αγ , (49)
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而在 Kaplan 切片（(44)）下，

Nopt(C) ∝ C
1

1+αβγ , τopt(C) ∝ C
αβγ

1+αβγ , ∆Lopt(C) ∝ C− γ(α−1)
1+αβγ . (50)

因此，compute-optimal 前沿不仅给出 ∆Lopt(C) 的全局幂律指数，也给出最优资源配置 (N,D, τ )

的幂律指数；这些指数由 (48) 将宏观规律与可测的统计/动力学参数直接关联，从而为后续的实证
检验提供了明确的可比较量。

10 结论

本文在模式分解
∆L ≈

∑
k≥1

pkqk (51)

与 Zipf 统计假设（假设 2.1：pk = 1
Z
k−α, α > 1）的基础上，引入“有序学习/有效前沿”（假设 3.1）

与频率依赖的收敛动力学（假设 3.2 或 假设 6.1），在不使用 NTK 线性化或预设核谱幂律的前提下，
给出了四类常见 scaling law 的解析推导。核心机制是：有限资源在模式秩空间上诱导一个随资源推
进的覆盖前沿 k⋆，而 ∆L 的主阶由 Zipf 尾部质量控制。

在本文框架下，三类单变量瓶颈可写为

εN (N) = AN−αN , εD(D) = BD−αD , ετ (τ) = Gτ−ατ , (52)

其中指数由数据统计参数 α、容量映射指数 γ 与动力学指数 β 给出

αN = γ(α− 1), αD =
α− 1

α
, ατ =

α− 1

αβ
. (53)

对应的四类幂律结论可概括为（忽略与实现相关的常数）：

(i) Model scaling: ∆L(N) ≍ M(N)−(α−1) ∼ N−γ(α−1), (54)

(ii) Data scaling: ∆L(D) ≍ D−(α−1)/α, (55)

(iii) Time/compute scaling: ∆L(τ) ≍ τ−(α−1)/(αβ), (56)

(iv) Optimal point / frontier: ∆L⋆(C) ∝ C− αNατ
αN+ατ (Kaplan 型预算). (57)

在联合资源有限的 scaling window 内，总体可约损失由瓶颈的主导项决定（命题 7.1）：

∆L(N,D, τ ) ≍ max
(
εN (N), εD(D), ετ (τ)

)
, (58)

从而 compute-optimal 的分配与前沿是一个确定的约束极小化问题：在乘性预算（如 C ≍ ND 或
C ≍ Nτ）下，最优点满足“活跃瓶颈同阶”的均衡条件，并给出

(Chinchilla 切片：ετ 次主导，C ≍ ND) : Nopt(C) ∝ C
αD

αN+αD , Dopt(C) ∝ C
αN

αN+αD , ∆Lopt(C) ∝ C− αNαD
αN+αD ,

(Kaplan 切片：εD 次主导，C ≍ Nτ) : Nopt(C) ∝ C
ατ

αN+ατ , τopt(C) ∝ C
αN

αN+ατ , ∆Lopt(C) ∝ C− αNατ
αN+ατ .

(59)
将 (53) 代入即可得到以 (α, β, γ) 参数化的最优分配与前沿指数（见 Section 9）。

上述结论给出了可检验的指数约束关系。设经验上拟合得到的单变量指数为 (α̂N , α̂D, α̂τ )，则
该框架要求存在 (α, β, γ) 使得

α̂D =
α− 1

α
, α̂τ =

1

β
α̂D, α̂N = γ(α− 1), (60)
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并进一步要求 compute-optimal 前沿指数满足

α̂opt =
α̂N α̂D

α̂N + α̂D

(Chinchilla 型) 或 α̂opt =
α̂N α̂τ

α̂N + α̂τ

(Kaplan 型). (61)

因此，本文框架不仅给出幂律形式，还给出指数之间的可证伪一致性条件。
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